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 拡散を伴う物理現象は一般に二階放物型方程式を用いて記述される. 一方, 薄膜の結晶成長のような, 
結晶と気体の境界に沿った原子の移動を表す表面拡散を伴う物理現象は, 高階放物型方程式によって記
述される. 例えば, 薄膜のエピタキシャル成長を記述する数理モデルが Zangwill (1996 年) 等によって
提唱され, King–Stein–Winkler (2003 年) により数学解析も行われている. 本博士論文の目的は, 多重調
和作用素と呼ばれる高階微分作用素から成る主要部をもつ, 線形及び半線形高階放物型方程式の解の漸
近挙動を数学的に解析することである.  






 二階放物型方程式と高階放物型方程式では, それぞれの解の基本的性質も異なる. 例えば, 二階放物型
方程式に対する初期値問題については, 「任意の正値な初期値に対して, 解は時空上で大域的に正とな
る」という正値性保存則が成り立つ. この事実は, 最大値原理や基本解の正値性から容易に従い, 解の正
値性は二階放物型方程式に適用可能な解析手法の多様さや得られる解析結果の精密さの源泉となる. 一
方, 高階放物型方程式においては, 正値性保存則は成り立たない. 解の正値性の欠落は, 高階放物型方程
式を数学的に解析する際の解析的困難の一因となる. 本博士論文の目的の一つは, 線形及び半線形多重
調和熱方程式の初期値問題に対する正値性保存則の崩壊メカニズムを調べることである. この問題につ
いては, 本博士論文の第 3 章で取り扱う.  
 本博士論文のもう一つの目的は, 薄膜のエピタキシャル成長を記述する数理モデル等に現れる勾配型
非線形項をもつ高階放物型方程式の解の漸近挙動を調べることである. 本博士論文で扱う勾配型非線項 
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は, 𝑝𝑝-Laplacian 型の二階微分項である. このような非線形項を有する高階放物型問題は, 「あるエネル
ギー汎関数に対する最急降下運動を記述する」及び「総量を保存する」という特徴的な二つの性質を
もつ. したがって, このような高階放物型問題に対する解析を行うことにより, 「Cahn–Hilliard 方程式 
(Cahn–Hilliard (1958 年))」や「表面拡散流方程式 (Mullins (1957 年))」といった総量保存則をもつ高
階勾配流方程式に対する新たな解析手法の構築に繋がると考えられる. 本博士論文では, このような勾
配型非線形項をもつ高階放物型方程式について, 第 4 章においては初期値問題, 第 5 章においては初期
値境界値問題として考察し, それぞれの解の漸近挙動に対する二つの解析手法を提示する.  
 以下, 各章の内容を紹介する.  
 まず第 1 章において, 本博士論文の概要と第 3 章以降で述べる本博士論文の主定理と各問題の背景を
紹介する.  
 第 2 章では, 第 3 章以降において主定理の証明を行うにあたり必要となる命題を幾つか導入する. 第
2 章で述べた命題の内, 「弱 Lebesgue 空間, 一様局所弱 Lebesgue 空間」「多重調和熱方程式の基本解
の性質」に関する命題については補遺で証明を与える.  
 第 3 章では, 多重調和熱方程式の全空間上での初期値問題 (P1) を考察し, 解が正値関数となるための
初期値の十分条件を導出する. また, 初期値を |𝑥𝑥|−𝛽𝛽 に限定した問題 (P1) の解の漸近挙動をより詳しく
解析し, 解が正値関数となるための十分条件を指数 𝛽𝛽 に対する条件として明示する. さらに 𝛽𝛽 が空間次
元に十分近い場合には符号変化する解となることも示す. これらの解析では, 第 2 章で述べる Bessel 関
数に対する単調性公式と Fourier 変換を用いた解の等式変形が本質的な役割を果たす. この結果の応用
として, まずより一般の初期値に対する問題 (P1) の解の正値性を示す. さらに, 冪乗型非線形項をもつ
半線形多重調和熱方程式に対する初期値問題 (P2) について, 正値な時間大域解の構成を行う. ここで得
られる正値時間大域解は前方自己相似解として分類されるものである. 前方自己相似解については, 半
線形二階放物型方程式の一つである藤田型方程式の場合に様々な研究が行われているが, 本研究で得ら
れた研究成果は, 問題 (P2) に対する自己相似解の構造は二階の場合と異なったものが現れ得ることを
示唆している.  
 第 4 章では, 勾配型非線形項をもつ半線形高階放物型方程式に対する全空間上での初期値問題 (P3) 
を解析する. 同章ではまず, 空間遠方で減衰しない初期値も取り扱うことが可能となる関数空間である
一様局所弱 Lebesgue 空間を用いて, 問題 (P3) に対する時間局所解の存在定理を二通り構築する. 特に
一方の存在定理については, 解の勾配がみたすべき新たな偏微分方程式系を導出し, 得られた方程式に
対する初期値問題 (P4) の可解性を考察することにより導かれる. さらに, 得られた存在定理を応用する
ことにより, 「時間大域解の構成」及び「最大存在時間が有界となる解の漸近挙動の導出」を行う. 最
後に, 方程式の変分構造を用いることで, 最大存在時間が有界となる解が存在するための初期値の十分
条件を導出する. これは, Levine (1973 年) らによる concavity argument を問題 (P3) に対する近似問
題に対して適用することで証明する.  
 第 5 章では, 第 4 章で扱った方程式に対する有界領域上の初期値境界値問題 (P5) に対する弱解を考
察する. まず, Galerkin 法を用いた時間局所解の構成を, 二通りの初期値に対して行う. 具体的には, 一
方はエネルギークラスの初期値に対して解を構成し, 他方は 𝐿𝐿2 に属す初期値に対して解を構成する. こ
の初期値の違いに応じ, 取り扱いが可能となる指数  の範囲が変化する. 次に, エネルギークラスの初期 




ための十分条件を導出する際には, ポテンシャル井戸の方法と Galerkin 近似を組み合わせた証明を行
う. 一方で漸近挙動の導出には, Neumann 境界条件下における Laplace 方程式に対する固有値の変分









一般に困難さを増す。三宅氏が本博士論文に於いて取り扱った方程式は以下である :  
A)  線形および半線形多重調和熱方程式  
B)  勾配型非線形項付き高階放物型方程式  
 A)に対する初期値問題の解の正値性に関する研究は，基本解が正値性を失うことで解の正値性
は一般に保存されないため，空間局所的時間終局的な解の正値性を中心に展開されてきた。一方
で三宅氏は本博士論文に於いて線形多重調和熱方程式の初期値問題の解が時空大域的に正値とな
るような初期値の十分条件を与えた。この十分条件を踏まえて初期値を動径対称かつ多項式減衰
する最も単純なものに限定すると，時空大域的な正値解に関する既知の結果を完全に包含し，重
調和を多重調和へ，１次元を一般次元へと拡張したものとなる。加えて，三宅氏が導出した正値
解の下からの評価は極めて精密であり，この評価を利用することによって，半線形多重調和熱方
程式の初期値問題に対して時空大域的な正値解を構成することに初めて成功した。三宅氏が得た
これらの結果は極めて稀なものであると言える。  
 B)は薄膜の結晶成長の一つであるエピタキシャル成長を記述する数理モデルに由来するもので
あり，現象の観点から自明な定常解への収束や勾配のみが爆発する解の存在が期待される。三宅
氏はB)に対する初期値問題について，勾配が爆発する解の存在を示し，その爆発レートまで特定
した。加えて，B)に対する初期値境界値問題について，自明な定常解に収束する解の漸近挙動を
ある固有値問題の解を用いて特徴付けすることに成功した。勾配のみが爆発する勾配爆発解の存
在はB)に対する未解決問題として残されているが，三宅氏の得た結果はその解決のための重要な
一歩である。  
 これらの結果はいずれも新規性が高く，それぞれの研究において今後様々な問題に応用が可能
な解析手法を提示している。加えて，三宅氏が自立して研究活動を行うに必要な高度な研究能力
と学識を有することを示すものである。以上の理由から，三宅庸仁氏提出の博士論文は，博士
（理学）の学位論文として合格と認める。  
 
 
